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1 はじめに
一般に,代数同型なアソシエーションスキームを区別する事は難しいが,標数  p の体上
で隣接行列から得られる行列の階数 (p‐‐rank) を考えることでこれらを区別できる場合が
ある [2)7]. p‐rankは正標数の体上で隣接代数の標準加群 (モジュラー標準加群) を考える
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[1, 6, 8] を参照してほしい.
Xを有限集合とし,S を X\times X の空でない部分集合族とする. (X, S) がアソシエーショ
ンスキームとは次を満たすときをいう.
(1) X\displaystyle \times X=\bigcup_{s\in S}S かつ s, S'\in S(s\neq s') に対して s\cap s'=\emptyset,
(2) 1_{X}=\{(x, x) |x\in X\}\in S,
(3) s\in S に対して, s^{*}=\{(y, x) | (x, y)\in s\}\in S )
(4) 任意の s, t, u\in S に対して,ある非負整数 p_{st}^{u} が存在して, u の元 (x, y) の選び方に
依らずに p_{st}^{u}=\#\{z\in X| (x, z)\in s, (z, y)\in t\} が成り立つ.
p詳 を s の次数とよび n_{s} で表す. |\mathrm{X}| をアソシエーションスキーム (X, S) の位数とよ
ぶ. M_{X}(\mathrm{Z}) を有理整数環 \mathbb{Z} を成分とする全行列環で,行と列は Xによってインデックス
付けされているものとする. s\subset X\times X に対して,
(A_{s})_{xy}= \left\{\begin{array}{l}
1 (x, y)\in s \text{のとき，}\\
0 \text{その他．}
\end{array}\right.
とすることで.隣接行列 A_{s} \in M_{X}(\mathbb{Z}) が定義できる.アソシエーションスキームの定義
から
\displaystyle \mathbb{Z}S=\bigoplus_{s\in S}\mathbb{Z}A_{s}
は M_{X}(\mathrm{Z}) の部分代数になる. R を単位的可換環とすると, M_{X}(R) の R‐部分代数
RS=R\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Z}S が定義できて,これを R 上の (X, S) の隣接代数とよぶ.また, X=(X, S)
に対しても,その隣接代数を R\mathfrak{X} と書くことにする. R 上の (X, S) の表現は RS からあ
る次数の全行列環への R 代数準同型であるが, RS は M_{X}(\mathrm{R}) の部分代数なので,埋め込
み写像が表現であり,これを標準表現とよぶ.対応する (右)RS‐加群を R上(X, S) の標
準加群とよび,基底として Xを取ることができ,これを RX とかく. S の部分集合 T が
p銑 =0 (\forall \mathcal{S}, t\in T, u\not\in T) を満たすとき T を S の閉部分集合とよぶ.閉部分集合から部
分スキームと剰余スキームが定義できる.アソシエーションスキーム (X, S) が細 (スキー
ム) であるとは, n_{s} = 1 (\forall s \in S) のときをい \mathrm{t}\backslash , 有限群の正則置換表現から得られるの
で,本質的に有限群と考えることができる.細剰余 \mathrm{O}^{ $\theta$}(S) とは, S の閉部分集合で剰余ス
キーム S//0^{ $\theta$}(S) が細である最小なものである. (\mathrm{O}^{ $\theta$})^{n}(S) を \mathrm{O}^{ $\theta$}((\mathrm{O}^{ $\theta$})^{n-1}(S)) によって
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帰納的に定義して, (0^{ $\theta$})^{n}(S)=1 となる n が存在するとき (X, S) を剰余的細スキームと
よぶ.また, X=(X, S) と勿 =(X, T) を同じ集合 X上に定義されたアソシエーション
スキームとして,各 t\in T が S の幾つかの部分集合の和集合であるとき,磐を記の融合ス
キームとよび, X を磐の裂開スキームとよぶ.このとき, RT は RS の部分代数になって
いることを注意しておく.
X=(X, S) と勢 =(Y, T) をアソシエーションスキームとして,それぞれの隣接行列を
\{A_{i}\}_{i=0}^{d} と \{A_{i}'\}_{i=0}^{f} とする.ただし, A_{0} と AÓ は単位行列とする.
s\in S と t\in T に対して,
s\times t=\{((x, y), (x', y | (x, x')\in \mathcal{S} ) (y, y')\in t\}\subset(X\times Y)\times(X\times Y)
として,
S\times T=\{\mathcal{S}\times t|s\in S, t\in T\}
とすると (X\times Y, S\times T) はアソシエーションスキームになり,これを尖と勿の直積とよ
び,劣 \times 磐で表す. \mathfrak{X}\times \mathfrak{Y} の隣接行列は, (d+1)(f+1) 個の行列で:
A_{0}\otimes A_{0}' , . . . , A_{d}\otimes A_{f}'
で与えられる.
また, s\in S に対して,
\tilde{s}=\{((x, y), (x', y)) | (x, x')\in s, y\in Y\}\subset(X\times Y)\times(X\times Y)
とおいて, t\in T に対して,
\tilde{t}=\{((x, y), (x', y |x, x'\in X, (y, y')\in t\}\subset(X\times Y)\times(X\times Y)
とおく.それらを用いて,
S?T=\{\tilde{s}|s\in S\}\cup\{\tilde{t}|t\in T\backslash \{1_{Y}\}\}
と定めると, (\mathrm{X}\times Y, S1T) はアソシエーションスキームになり,これを 劣 と ⑳ のレス
積とよび,芙?勢で表す. X ? \mathfrak{Y} の隣接行列は, d+f+1 個の行列で:
A_{0}\otimes I_{|Y|}, \rangle A_{d}\otimes I_{|Y|}, J_{|X|}\otimes A_{1}' , . . . , J_{|X|}\otimes A_{f}'
で与えられる.アソシエーションスキームのレス積の既約表現については [3] に述べられ




F を体として,ni, . . . , n_{r} を2以上の整数とする.次のように F 代数 V を定義する.
V=V(n_{1}, \ldots, n_{r})=F[t_{1}, . . . , t_{r}]/(t_{1}^{n_{1}}, \ldots, t_{r}^{n_{r}}) .
V は剰余環だが,その元をちと表すことにして,集合 B を次のように定める.
B=\{t_{1}^{e_{1}} . .. t_{r^{r}}^{e} |0\leq e_{i}<n_{i} (1\leq i\leq r
B は V の基底である.
また,次の集合を基底とする Vの部分代数W=W (n4, . . . , n_{r}) を考える.
B'=\displaystyle \{1\}\cup (\bigcup_{i=1}^{r}\{t_{1}^{n_{1}-1} . . .t_{i-1}^{n_{i-1}-1}t_{i}^{e_{i}} | 1\leq e_{i}\leq n_{i}-1\})
B' の元の積を考えることで W の構造が分かる.つまり,
W=F [u_{0} ) u_{1} , . . . u_{l} ] /\mathcal{I},
ただし, \displaystyle \ell=\sum_{i=2}^{r}(n_{i}-1) であり, \mathcal{I} は,
\{u_{0}^{n\prime}\}\cup\{u_{i}^{2} | 1\leq i\leq P\}\cup\{u_{i}u_{j} |0\leq i<j\leq\ell\}.
で生成されるイデアルとする.
V を (右)W‐加群として考え,その自己準同型環 \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{W}(V) にて非同型写像全体の集合
がイデアルになることから次のことが言える.
Proposition 1. 自己準同型環 \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{W}(V) は局所環である.よって V は直既約 W ‐加群
である.
N_{n} を n\times n 行列で
ハ㌦ = (^{0} 01 1 . \cdots  01)
とおくと,  $\Phi$ :  t_{1}^{e_{1}}\ldots t_{r^{r}}^{e} \mapsto N_{n_{1}^{1}}^{\mathrm{e}}\otimes\cdots\otimes N_{n_{r}^{r}}^{e} は V の正則表現になる.
Proposition 2.  $\Phi$ の  W への制限は W の直既約表現である.
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4 素数べき位数の剰余的細スキーム
F を標数 p の体とし, (X, S) を位数が p べきの剰余的細スキームとする.ここでは,標
準加群 FX が FS‐加群として直既約であることを証明する.つまり,標準加群 FX の直
既約直和分解が決定できる.まず,次の補題を考える.
Lemma 3. F を標数 p の体とし, C_{p} を位数 p の巡回群 C_{p} の正則置換表現から得られ
るアソシエーションスキームとする.すると f r 個のレス積 \mathbb{C}_{p}P\cdots 1 \mathrm{C}_{p} の F 上標準加群
FX は直既約である.
この補題は \mathrm{C}_{p}=(C_{p}, C_{p}) で, F\mathrm{C}_{p}\cong F[t]/(t^{p}) であることに注意すると, \mathrm{C}_{p}?\cdots 1\mathfrak{C}_{p}
の標準加群は F(C_{p}\times\cdots\times C_{p}) であることから
F(C_{p}\times\cdots\times C_{p})\cong FC_{p}\otimes\cdots\otimes FC_{p}
\cong F[t]/(t^{p})\otimes\cdots\otimes F[t]/(t^{p})
\cong F[t_{1_{\rangle\rangle}}\ldots t_{r}]/(t_{1}^{p}, \ldots, t_{r}^{p})
=V(p, \ldots\rangle p) .
また,隣接代数 F(\mathbb{C}_{p}1\cdots?\mathbb{C}_{p}) は, F(C_{p}\times\cdots\times C_{p})(\cong V(p, \ldots, \mathrm{p})) の部分代数で, F\mathrm{C}_{p}
の基底である J_{p} には t^{p-1} が対応しているので F (\mathrm{C}_{p}1. . . ?\mathbb{C}_{p})\cong W(p_{\text{）}}\ldots,p) がわかる.
以上のことから,Proposition 1より標準加群 FX の直既約性がわかる.
剰余的細スキーム (\mathrm{X}, S) のとき,閉部分集合の有限列
S=S_{0}\supset S_{1}\supset\cdots\supset S_{r}=1
で各組成剰余亀 -1//S_{i} (i= 1, \ldots, r) が細となるものが存在する.特に位数が素数べき
の場合は S_{i-1}//S_{i} =C_{p} (i=1, \ldots, r) である.これは, (\mathrm{X}, S) が \mathrm{C}_{p}[\cdots ? \mathbb{C}_{p} の裂開ス
キー ムであることを意味する.このとき,標準加群 FX について考えると,Lemma 3よ
り,FX は F (C_{p}?\cdots 1\mathbb{C}_{p})‐加群として直既約である.また,それと同時に F(\mathrm{C}_{p}?\cdot ?\mathrm{C}_{p})
は, FS の部分代数なので,FX は, FS‐加群としても直既約であることが言える.
Theorem 4. F を標数 p の体とし, (X, S) を位数 p べきの剰余的細スキームとする.す






q \geq  2 に対して, \mathrm{R}_{q} = (Y, T) を頂点数 q 個の完全グラフから得られるアソシエー
ションスキームとする.つまり, |Y| = q で T は二つの関係 \{(x, x) X \in Y\} と
\{(x, y) | X \neq y, X, y \in Y\} からなる.
q_{1}, q_{2} , . . . , q_{r} を2以上の整数の列とする.また,(X, S) = \mathrm{R}_{q_{1}} ? . . . 1 \mathrm{R}_{q_{r}} とおく . ただし
践q \ovalbox{\tt\small REJECT}. = (X^{(i)}, S^{(i)}) とする. |X^{(i)}| = q_{i}, X = X^{(1)} \times \cdot\cdot \cdot \times  X^{(r)}, S = S^{(1)} ? . . . [S^{(r)} であ
る.隣接行列は
A_{i}=J_{q_{1}}\otimes\cdots\otimes J_{q_{i-1}}\otimes(J_{q_{\dot{l}}}-I_{q_{i}})\otimes I_{q_{i+1}}\otimes\cdots\otimes I_{q_{r}} (i=0,1, \ldots, r)
で与えられるが,基底変換により,
B_{i}=\displaystyle \sum_{j=0}^{i}A_{j}=J_{q_{1}}\otimes\cdots\otimes J_{q_{i}}\otimes I_{q_{i+1}}\otimes\cdots\otimes I_{q_{r}} (i=0,1, \ldots, r)
を FS の基底と考えることができる. F を標数 p の体とする.隣接代数 FS は \{B_{i} |i=
0 , 1, . . . , r\} を基底とする  M_{X(1)}(F)\otimes\cdot\cdot \cdot\otimes M_{X(r)}(F) の部分代数である.標準加群は
F (X^{(1)}\times \times X^{(r)})\cong FX (1) \otimes \otimes FX^{(r)} である.
FX(i) は自然な基底 X^{(i)} =\{x_{1}, . . . , x_{q_{i}}\} を持つが,これも次のように基底の変換を行
う. p|q_{i} のとき,
y\mathrm{i}=x\mathrm{i}, y_{2}=\displaystyle \sum_{j=1}^{q_{i}}x_{j} ) y_{k}=x_{k}-x_{1} (k=3,4, \ldots, q_{i}) ,
p (qiのとき,
y_{1}=\displaystyle \sum_{j=1}^{q_{i}} xj , y_{k}=x_{k}-x_{1} (k=2,3, \cdot:. , q_{i})
とすると,自明でない FS^{(i)} の作用は J_{\mathrm{q}_{i}} の作用なので,基底 \{y_{1}, . . . , y_{q_{i}}\} に関する J_{q_{i}}
の表現行列は
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p|q_{l}^{\wedge} のとき, (_{0}^{0}0 01 . .\cdot .\cdot.\cdot  000) で, p\{q_{i} のとき, (_{0}^{q_{i}}0 00 . .\cdot .\cdot.\cdot  000)
である.そこで,
\bullet  $\Delta$=\{i | 1\leq i\leq r, p|q_{i}\},
\bullet  i\in $\Delta$ のとき銑 = { 1 )2},  i\not\in $\Delta$ のとき  T_{i}=\{1\},
\bullet  U_{i}=\oplus_{j\in T_{i}}Fy_{j} )
\bullet  $\delta$(k)= | $\Delta$\cap {  1 ) . . . , k} |
とすると) 次のように標準加群の直既約直和分解をえる.
Theorem 5.
FX =FX^{(1)}\displaystyle \otimes\cdots\otimes FX^{(r)}=\bigoplus_{i=0}^{r}\oplus U_{1}\otimes\cdots\otimes U_{i}\otimes Fy_{\ell_{i+1}}\otimes\cdots\otimes Fy_{l_{r}},
ただし,二番目の直和は全ての p_{\dot{ $\iota$}+1} \not\in T_{i+1} かつ 1 \leq\ell_{k} \leq q_{k} (k=i+2, \ldots, r) となる
(\ell_{i+1}, \ldots, \ell_{r}) 全てをはしる.さらに,直和因子 U_{1}\otimes\cdots\otimes U_{i}\otimes Fy\ell_{i+1}\otimes\cdots\otimes Fyp_{r} と
U_{1}\otimes\cdots\otimes U_{l'}\otimes Fy_{\ell_{i+1}'},\otimes\cdots\otimes Fy_{\ell_{r}'} が FS ‐加群として同型であるための必要十分条件
は i=i' である.
右辺の因子達の和が直和であることと,全ての直和因子が FX の FS‐部分加群である
ことは簡単にわかる.直和因子 U=U_{1}\otimes\cdots\otimes U_{i}\otimes Fy_{l_{i+}}, \otimes\cdots\otimes Fy_{\ell_{r}} について考える.
 k\in $\Delta$ のとき  M_{k}= \left(\begin{array}{ll}
0 & 1\\
0 & 0
\end{array}\right) かつ  k\not\in $\Delta$ のとき  M_{k}=(qk)
とおく. U 上Bj の作用は, 0\leq j\leq i のとき,
M_{1}\otimes\cdots\otimes M_{j}\otimes I\otimes\cdots\otimes I
である.ただし, I は次数1か2の単位行列とする.また, j > i のとき, 0 である.
\{Bj | 1\leq j\leq i, j\in $\Delta$\} で生成される FS の部分代数 W を考えると, U 上 W の作用は
本質的に W\cong W(2, \ldots, 2) (  $\delta$(i) 個) である. U 上 W の作用は 0 でないスカラー倍を除
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